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Série d’exercices n° 3

Exercice 1
Trouver tous les polyndmes P, Q & K[X] vérifiant
l.PoP=P 2.P(X*) =P
3P(X+1)=XP 4.Q*=XpP?
Exercice 2
Effectuer la division cuclidienne de A par B dans les cas suivants :
L A=X3+X2_X -1, B=X+1
2. A=X3—2iX2_i; B=X+i
3. A=2X? 45X+ X ~2;: B=X2+2
Exercice 3
Soient P £ K[X], et r et s les restes de la division euclidienne de ¥ par (X — a) et (X — b) respecti-
vement. Exprimer le reste de la division euclidienne de P par (X — a)(X — b}, en fonction de r et s si
a # b, et en fonction de f’(n) et Is'(a) sia=h.

Exercice 4 (Formule d'interpolation de Lagrange)
Soient xy, ..., x, des éléments deux a deux distincts de ¥, et ), . . ., &y, des éléments de K
On cherche un polynéme P € K[X]| (el que

-l—)(wl)"ﬂ). P(J’Q)=O'g, Ay [“I'\]':ﬁu

1. Montrer que si deg(F) < n— 1, alors P est unique.
2. Montrer que, pour tout ¢ € [1; ], il existe un unigue polynéme L, vérifiant

deg(L,) <n-1
I:,{.t_)) = d;

3. Onpose P =Ly +asly+ -+ anly.
Montrer que le polynome P répond & la question.
4. Déterminer un polyndme P € [R[X] de degré < 2tel que P(0) = |, P(1) = —1, et P(2) = -2
Exercice §
Onpose P = X5+ X% 4 2X% 4+ 2X* + X +1 € C[X].
1. Déterminer les polyndmes dérivés P™*), pour k & [0;5].

2. Ecrire la formule de Taylor, pour n = 5 et a = i, puis a = —i. En déduire I'ordre de multiplicité
des racines 1 el —i,

3. Factoriser P dans C.
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Exercice 6
Trouver tous les polyndmes P £ R[X] tels que £’ | P,

Exercice 7
Onpose P = (X +1)" - (X - 1)" € C[X].avec n € N*.
: ; Fz4+1\"
1. Montrer que z est une racine de P si el seulement si ( — ) ~ 3 I8
2. En déduire que = est une racine de P si et seulement si = — — icotan ( = ) ouk e [I;n — 1]

3. Calculer le coefficient dominant de P. En déduire la factonsation de £ dans C.

Exercice 8
Décomposer en produit de facteurs irréductibles dans C[X] puis dans R[X] les polyndmes suivants

3. l’;{:.\“‘ + X? +1

LR =X4=1
2. P =X511 L P=X"-X"4+ X2 _ X +1
v

Exercice 9
Calculer dans R[X| le PGCD et le PPCM des polyndmes suivants :

A=X0-2x% L X4 _Xx240x 1. B=X°-3XY4+X2+2x 1

Exercice 10

I. Montrerque A = X% — 1et B= X2 | X 41 sont premiers entre eux dans C[X].
2. En wtilisant I"algorithme d' Euclide, trouver UV e C[X]telsque UA + VB = 1
Exercice 11

Soient P € K[X]eta ¢ K,
Montrer que « est une racine double de P si et seulement si a est une racine simple de P A P’

Exercice 12
Soient n,m & N,
1. Montrer que si d | n alors (X4~ 1) | (X" — 1),

2. Onposen = mq+r, ol g et r sont respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne

de n par m. Montrer que
(X" =D AX™-1)=(X™ - 1) A(XT =1)

3. Onnote d = m A n. Montrer que (X" - DA(X™ 1) = (X4 - 1).
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