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Série d'exercices n°3

Exercice 1
Trouver tous les polynómes P,Q E KXJ vénitant

1.PoP= P 2.P(X)P
4.Q=XP*3.PX +1)=XP

Exercice 2
Effectuer la division euclidienne de A par B dans les cas suivants :

1. A =X +X-X -1; B-X+1
2.A=X*-2iX-i; B X+i
3. A 2X+5X*+X-2: B-X+2
Exercice3

Soient P E KX], et r et s les restes de la division euclidienne de P par (X a) et (X-b)
respectu

vement Exprimer le
reste de

la
division

euclidienne de P par (X -a)(X -b), en fonction de r et s si

af b,et en fonction de P(a) et P(a) si a=b.

Exercice 4 (Formule d'interpolation de Lagrange)

Soient
F

Tn des éléments deux à deux distincts de K, et a1,an des élémentsde K.

On cherche un polynóme P € KX tel que

P(#1) =a1, Pra)02, PFn) =an

1.
Montrer que

si deg(P) sn-1,alors Pestunique.

2.
Montrer que, pour tout i e [lin]. il existe un uniquepolynóme L, vériliant

deg(L4) Sn-1
Li(Ti) =ôij

3. On pose P=a1li +a2l2 t* +Onln
Montrer que le polynóme P répondà la question.

4. Déterminer un polynôme PE R[X] de degré S2tel que P(0) =1,P(1) =-1,et P(2)= -2.

Exercice5

On pose P=X®+X*+2X +2X+X+1EC[X).
1. Déterminer les polynômes dérivés PlA.pour k e [o;

2. Ecrire la formule de Taylor, pourn5eta=i, puis a-1.En deduire I'ordre demultiplicité

desracines i et.
3. Factoriser P dans C.
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Exercice6

Trouvertous
les polynômes P E RX|tels queP|P

Exercice7

OnposeP =(X+1)--1)"e CX],avec n E N

()-1.
Montrer quez est une racine de P si et seulement si

2. En
déduireque

z est une
racine de Psi

et
seulementsi

z-icotan ou k E |En -1,
3. Calculer le coeficient dominant de P.En déduire la factorisation deP dans C

Exercice8

Decomposer en produt de facteurs
irrèductibles dans CX puis dans[X|les polynömes suivants

1. P =X-1
2.2X°+1

3.Pa =X*+X*+1
4.P=X-X"+X-X+1

Exercice9
Calculer dans R[X| le PGCD et le PPCM des polynômes suivants:

V

A =x®-2x +X*-X+2X 1; BX-3X +X+2X 1
Exercice 100

Montrer que A=X"-1etB=X+X+1 sontpremiersentre eux dans
C[X|.En utilisant

l'algorithme d'Euclide, trouver 0,V E CX] tels que UA +VB-1.
Exercice 11

SoientP E KXJet a C.
Montrer que a est une racine doublede P si et seulementsi a est une racine simpledePAP.

Exercice12
Soient 7,mEN

1.
Montrer quesid|nalors (X1)1X"-1).

2. On pose n= Tng tT, ou q etr Sont
respectivement le

quotient et
le

restede la division euclidiennede n
par m.Montrer que

(X"-1)A (X"-1) =(X"- 1)A(X"-1)

3. On noted =mAn.Montrer que (X"-1) A(X-1)-(X-1).
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